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Resumen

El presente articulo tiene la finalidad de desarrollar una metodologia empleando las teorias de
flexibilidad y rigidez sistematizado para la resolucién de pérticos de seccion variable, inicialmente se
definioé la geometria del pértico considerando dos casos de seccion variable, en el primer caso la
variacion de la inercia es constante en cada tramo, en el segundo caso la inercia varia de forma lineal,
para lo cual se realizaron los calculos para expresar la variacion de la inercia en funcién de su longitud.
Como parte de la metodologia se consideré un enfoque cuantitativo y un nivel explicativo, como
método de resolucién se aplicé la teoria de rigidez sistematizado en la cual se incluyeron las teorias
de flexibilidad para calcular la matriz de rigidez local y el vector de restricciones mediante la relacién
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entre las matrices de flexibilidad y rigidez, a partir de las fuerzas internas obtenidas; para el momento
flector se realizd la comparacion con el programa de cdélculo estructural Robot Structural Analysis,
llegando a la conclusién de que los calculos analiticos empleados como los métodos de flexibilidad y
rigidez satisfacen los criterios para el calculo de fuerzas internas y deformaciones en pérticos con
seccion variable.

Palabras clave: porticos con seccion variable, método de la flexibilidad, método de la rigidez,
analisis estructural

Abstract

This article aims to develop a methodology using the theories of flexibility and rigidity systematized
for the resolution of variable section frames, initially the geometry of the frame was defined
considering two cases of variable section: in the first case, the variation of the inertia is constant in
each section, and in the second case, the inertia varies linearly, calculations were made to express the
variation of the inertia as a function of its length. As part of the methodology, a quantitative approach
and an explanatory level were considered, the systematic rigidity theory was applied as the resolution
method, in which the flexibility theories were included to calculate the local stiffness matrix and the
constraint vector by relating the flexibility and stiffness matrices, from the internal forces obtained, a
comparison was made with the structural calculation program Robot Structural Analysis for the
bending moment, leading to the conclusion that the analytical calculations used, such as the flexibility
and rigidity methods, satisfy the criteria for calculating internal forces and deformations in frames with
variable sections.

Keywords: frames with variable section, flexibility method, stiffnes method, structural analysis
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INTRODUCCION

El andlisis estructural de pérticos es fundamental en el &mbito de la ingenieria civil para garantizar la
estabilidad, seguridad y eficiencia de diversas estructuras, como edificios, puentes y torres de
transmision. Entre los métodos de analisis estructural mas utilizados se encuentran el método de la
flexibilidad y el método de la rigidez. Estos métodos permiten determinar las deformaciones y fuerzas
internas en estructuras reticuladas, como los poérticos, con el objetivo de evaluar su comportamiento
bajo cargas externas.

Sin embargo, la aplicaciéon de esos métodos a podrticos con seccion variable presenta desafios
adicionales debido a la complejidad geométrica de la estructura. La seccion variable implica que las
propiedades mecdnicas del elemento estructural, como la rigidez y la flexibilidad, varian a lo largo de
su longitud. Esta variacion afecta significativamente el comportamiento estructural del portico y exige
un tratamiento analitico mas riguroso.

El problema de investigacion que motiva este estudio es la necesidad de desarrollar un enfoque integral
y sistematico para el andlisis estructural de pdrticos con seccion variable utilizando métodos de
flexibilidad y rigidez. Este enfoque considera las complejidades geométricas y mecdnicas de estas
estructuras, a partir del calculo manual se realizara las verificaciones con el software Robot Structural
Analysis de tal forma se verifique los resultados obtenidos.

El objetivo del presente articulo de investigacion es desarrollar una metodologia empleando las teorias
de analisis estructural relacionado a los métodos de flexibilidad y rigidez para calcular y resolver
porticos de seccion variable, considerando diferentes casos en la variabilidad de las secciones y tipos
de cargas.

METODOLOGIA
Analisis estructural

La aplicacion de cargas a una estructura crea fuerzas y deformaciones en la estructura. La
determinacion de estas fuerzas y deformaciones se denomina analisis estructural.

El disefio estructural implica la disposicién y dimensiones de una estructura y sus componentes para
gue se puedan soportar satisfactoriamente las cargas que se les imponen. (McCormac & Elling)

Pértico

En el ambito del andlisis estructural, un pértico se describe como un sistema tridimensional de
columnas y vigas que estan rigidamente interconectadas para formar un marco capaz de resistir
cargas laterales significativas, como las causadas por el viento o sismos.

Un pértico se define como sistema estructural tridimensional en el que las vigas y columnas estan
rigidamente conectadas entre si para soportar las cargas laterales a través del desarrollo de cortantes
y momentos en sus elementos. (Leet, Uang, & Gilbert, 2016)

Seccion variable

El andlisis estructural hace referencia a un elemento estructural cuya geometria o propiedades fisicas
cambian a lo largo de su longitud. Estas variaciones pueden incluir variaciones en el area de la seccidn
transversal, el momento de inercia, o incluso en el material del elemento. Algunos ejemplos son en
puentes que poseen secciones variables y en edificacion de gran complejidad. (Rupay Vargas M. J.,
2024-1)
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Caracteristicas de las secciones transversales

Area de la seccién transversal: Pueden cambiar para soportar diferentes cargas a lo largo de su
longitud.

Momento de Inercia: Cambia con la forma de la seccion transversal, afectando la resistencia del
elemento

Barras de seccion variable: A continuacién, se da a ver 3 situaciones que pertenecen a elementos de
variacion determinadamente simple de momento de inercia y pueden corresponder a barras que
constituyan parte de un portico. (Ottazzi Pasino, 2014)

Figura 1

Elementos de variacién
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Fuente: elaboracion propia.
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Método de flexibilidad

El método de las fuerzas se utilizé6 durante décadas para el calculo de reacciones redundantes o
esfuerzos internos indeterminados, su andlisis parte de considerar que los desplazamientos en
direcciones de las reacciones redundantes son nulos. (Rupay Vargas M. J., 2023-2) (ver figura 2).

Figura 2

Ejemplo 1

Des plazamiento nulo

(Reaccion redundante)
Fuente: elaboracion propia.

Ademds de considerar a las reacciones redundantes como parte de las cargas que afectan a la
estructura, (ver figura 3).
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Figura 3

Ejemplo 2

Fuente: elaboracion propia.

(Ottazzi Passino, 2014) En su libro El Principio de Superposicion, aplicado a las fuerzas, es la base del
Método de Flexibilidad.

Ejemplificando el pértico mostrado, (ver figura 3) que presenta una sola redundante estatica (X1), el
principio de superposicion de fuerzas nos permitira obtener la ecuacion (de Compatibilidad) para
calcular el valor de su respectiva redundante.

Para el analisis de una estructura se presentan diversas alternativas para la seleccién de la estructura
primaria, para este caso Notamos que la estructura es primaria, isostatica y estable, la estructura
primaria esta en funcién de las redundantes estdtica que se ballan a elegir para el andlisis de la
estructura, también se puede presentar el caso donde la estructura primaria podria ser hiperestatica,
pero en ninguin caso serd inestable (ver figura 4).

Figura 4
Superposicién

w w
e LITTTITITITTITT e LITITTTITTITITTTT
° ' 1

X4 X4, Dy

Estructura PRIMARIA
coordenadas X-D

Fuente: obtenido de https://es.slideshare.net/slideshow/apuntes-del-curso-analisis-estructural-
i/66824288.

La Ecuacion de Compatibilidad del Método de Flexibilidad, que permitira calcular el valor de Ila
redundante X; es: (Ottazzi Passino, 2014) En su libro, EI Método de Flexibilidad se basa en:
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Figura 5

Principio de superposicion aplicado a las fuerzas
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Fuente: obtenido de https://es.slideshare.net/slideshow/apuntes-del-curso-analisis-estructural-
i/66824288.

Las incégnitas son consideradas las redundantes estaticas.

La estructura es violada en su estructura primaria, en su compatibilidad (externa — interna ya que los
apoyos o fuerzas internas o en una combinacion de ellas se remueven

El sistema de ecuaciones que genera a la solucion de las redundantes la podemos obtener forzando la
compatibilidad de los desplazamientos externos-internos.

{D} + [F] {X} = {0} (Ecuacion de Compatibilidad)
{X}=-[F] - 1{D} (Solucién)
El equilibrio se cumple automaticamente ya que la estructura primaria es isostatica y estable.

(Blanco Diaz & Punzo, 2015) Se tendra en consideracion ambos principios para poder formular un
sistema de ecuaciones que esté en funcion de las redundantes.

Drga. = DF = 0 + DF = 1 = D{0} = {D} + [F]{X}
Estado Primario: {D}
Estado Complementario: [F]{X}
Rigidez sistematizada

El método sistematizado de la rigidez es un método de fécil aplicaciéon y programacioén que nos permite
obtener la matriz de rigidez de estructuras mas complejas, a partir de las matrices de rigidez de los
grados de libertad (GDL) a partir de los cuales se puede obtener la matriz de transformacion,
proporcionando en la practica un sistema adecuado de analisis y determinar las bases idéneas para el
desarrollo de programas de ordenador, su campo de aplicacién se encuentra en las estructuras de
envergadura, donde los métodos manuales convencionales requieren un esfuerzo humano excesivo.
(Godifio Poma, Lopez Yarango, & Rupay Vargas, 2017)
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Figura 6

Sistema Q-D y Sistema g-d
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Fuente: elaboracion propia.
Matriz de rigidez de barra

Es la matriz de cada elemento de la estructura que considera todos los grados de libertad y expresa
las relaciones de carga desplazamiento del elemento en términos de las coordenadas locales. (R.C
Hibbeler, 2012)

Matriz de transformacion

Es la relacion de los GDL del sistema (Q-D) con los GDL de cada barra o componente, Esta relacién
permite a partir de los desplazamientos del sistema (Q-D), obtener los desplazamientos de cada barra
o componente en el sistema (g-d). (Rupay Vargas M. J., 2024-1)

D, D, Ds
I 1 4

ay @ azp—d }[A ]
Ay Ay Qy3|*—d> 1
_ |31 Q32 Q33|e—d,
(4] (a1 Qa2 Qazle—g, HA,]
sy Qsz QAs3 g
Qg1 Qg2 Qg3 -d }[A3]
6

Principio de contragradiencia

Este principio establece que si los vectores {d} y {D} que representan desplazamientos compatibles
estan relacionados mediante {d} = {AKD}, entonces los vectores {q} y {Q} (en equilibrio), que
representan las fuerzas correspondientes a {d} y {D} estan relacionados a través de. (UPT;A.M.E., 2015)

{d} = {4}.{D}
{0} = {4y {q}
Robot structural

El software de disefio estructural Robot Structural es un programa informatico de andlisis estructural
de elementos finitos de carga estructural que interactiia con Revit en el entorno BIM mejorando los
flujos de trabajo, verifica el cumplimiento del cédigo, Permite modelar, analizar y crear disefios mas
resistentes y construibles que sean precisos, coordinados y conectados a BIM. (Autodesk, 2024)
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Planteamiento
En el presente articulo se analizd un pdrtico de seccién variable con las siguientes caracteristicas:

Pértico de concreto (f'c = 210 kgf/cm?), con cargas distribuidas en todos los tramos y una carga
puntual en el nodo B.

Se desprecia la deformacion axial en todos los elementos (EA = ), el ancho de cada seccién es
constante en cada tramo b = 40 ¢m.

Figura 7

Deformacién axial de los elementos
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Para la resolucion del pértico de seccidn variable se plantea los siguientes procedimientos de célculo:

e Definir el sistema Q-Dy g-d.
e Determinar la matriz de transformacion (4;).
e Determinar la matriz de rigidez de cada barra aplicando el método de flexibilidad (k;).
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Calcular el vector de carga de fijacion (R).

Determinar la matriz de rigidez global de toda estructura.
Calcular los desplazamientos en coordenadas globales.
Calcular los desplazamientos en coordenadas locales.
Calcular el vector de fuerzas internas en cada elemento.

Aplicacién del método
Sistema Q-Dy q-d

Se identific6é 3 grados de libertad (D,, D,, D;) para el pértico ABCD asociado a coordenadas globales
para los cuales se define el vector de cargas nodales (Q) en funcion a las cargas externas, se discretizar
la estructura en 3 barras considerando los grados de libertad locales.

Figura 8

Grados de libertad global y local
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Matriz de transformacion (4;)

La matriz de transformacién relaciona la variaciéon expresada en deformaciones (desplazamientos y
rotacion) y de los grados de libertad locales cuando se liberan grados de libertad globales, a partir de
estos desplazamientos se genera la matriz de transformacién para cada barra.

Liberamos los grados de libertad uno a uno asignando deformaciones unitarias, considerando el
criterio, cuando se libra un grado de libertad los demas grados pasan a ser restricciones.

Figura 9

Configuracion deformada del portico
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Cuantificamos la deformacion en los grados de libertad local en la siguiente matriz.

Tabla 1
Dy D, Dj Q/q -
1 0 0 d,; "y
0 1 0 d, -
0 1 0 ds A2
0 0 1 dy -
1 0 0 ds A3
0 0 1 dg -
Matriz

Matriz de rigidez de cada barra (k;) y momentos de empotramiento

Debido a que en los 3 tramos se consideran seccidn variable es necesario considerar este efecto en la
matriz de rigidez de cada barra, para ello empleamos el método de flexibilidad considerando la
variacion de la inercia en cada tramo. Tomando este criterio los resultados quedaran expresados en
funcion del médulo de elasticidad mas no de la inercia ya que este serd incluido en los célculos, a partir
de la matriz de flexibilidad hallamos la matriz de rigidez, y por el método de trabajo virtual hallamos los
desplazamientos, los cuales nos serviran para calcular los momentos de empotramiento.

1
F =1[fi1 fo1 fi2 f22 ]E - F'=K - K =1[fi1 fo1 fi2 foz 1E
Para cada tramo del pértico analizado se realiza los siguientes calculos:

Determinacion de las deformaciones asociadas a cada grado de libertad (desplazamientos o giro) a
partir del método de trabajo virtual.

D _J M.md
®6) = Bl

Calculo de los coeficientes de flexibilidad.

Calculo de la matriz de flexibilidad.

Calculo de momentos de empotramiento asociadas a cada grado de libertad.
Consideraciones adicionales:

Debido a que la seccién en cada tramo es rectangular y de ancho constante, la inercia se calculara
aplicando la siguiente expresion:
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[ b.h(x)?
12

Ademas, el médulo de elasticidad se considera constante en toda la estructura.
Tramo AB

Analizamos la configuracién geométrica y la variacién de inercia en cada tramo

di dz CORTE 3
—t '
] B z
L™ — 0.30
. 40x30 cm
- CORTE 2
= 2
S ] o
L~ —F% 2
L 40x50 cm ) )
{_. - 050 -
- CORTE1
o 1 =
i o
- A 40x80 cm
o
— 080 —

Figura 10

Andlisis de la configuracion geométrica y la variacion de inercia en cada tramo

A partir del andlisis de inercia en cada tramo, considerando el procedimiento de calculo para cada
tramo descrito anteriormente se determinaron los siguientes resultados para el tramo AB del pértico.

Deformaciones

1
Dy = [A, 6, ] = [77781.1469 29427.8675 ] —
Matriz de flexibilidad

Fy, = [fi1 fiz for faa ] = [7356.9669 3585.7574 3585.7574 2670.1128 |

Matriz de rigidez

K, = F,”* = [0.0004 — 0.0005 — 0.0005 0.0011 ]E

Momentos de empotramiento
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RAB = _Kl . Dl = [_15.0544 9.1957]

LATAM Revista Latinoamericana de Ciencias Sociales y Humanidades, Asuncidon, Paraguay.

ISSN en linea: 2789-3855, agosto, 2024, Volumen V, Numero 4 p 3166.




Redilat | LATAM| REVISTA LATINOAMERICANA DE CIENCIAS SOCIALES Y HUMANIDADES

Red de Investigadores
Latinoamericanos

Figura 11

Tramo BC
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Figura 12

Analisis de la variacidn de inercia en cada tramo
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A partir del analisis se determina la variacién del peralte en funcion de la longitud x

H =08-02x H,=02x-056
A partir del analisis de inercia en cada tramo, considerando el procedimiento de calculo para cada
tramo descrito anteriormente se determinaron los siguientes resultados para el tramo BC del pértico.

Deformaciones

1
Dy = [0, 03] = [15584.341 — 15584.341] —
Matriz de flexibilidad

Fy = [fi1 fiz fo1 foz | = [408.3743 — 254.4382 — 254.4382 408.3743 |

Matriz de rigidez

K, = F,”* = [0.0004 — 0.0025 — 0.0025 0.004 ]E

Matriz de empotramiento
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Rye = —K, . D, = [—23.5124 23.5124 ]

Tramo CD
Figura 13
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Andlisis de la configuracion geométrica y la variacién de inercia en cada tramo

A partir del analisis de inercia en cada tramo, considerando el procedimiento de calculo para cada
tramo descrito anteriormente se determinaron los siguientes resultados para el tramo CD del pértico.

Deformaciones

Tl =

D;=[A,0,]=[-17887.5 —9420]

Matriz de flexibilidad
Fs = [fi1 fiz fo1 f22 1 = [3140 2060 2060 2026.6667 |
Matriz de rigidez
K; = F;7' = [0.001 —0.001 —0.0010.0015 ]E
Matriz de empotramiento
R=—-K.D
Rep = —K3 . D; = [7.9461 — 3.4288]

Considerando los resultados obtenidos para la matriz de rigidez local, los momentos de empotramiento
local y la matriz de transformacion para cada elemento se procede a ensamblar la matriz de rigidez
global de la estructura.

Ensamblaje de la matriz de rigidez
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Kzz (A" K. 4)

K =10.0013 —0.0005 —0.001 — 0.0005 0.0051 0.0025 —0.001 0.0025 0.0055 ]

Vector de cargas

Q-R=Q-) @.R) -  R=) (@“.R)

R=[-7.1083 —14.316820.0837] ; Q=[-200]

Vector de deformaciones globales

D=K'. (Q—-R)=[1755.1747 5971.4675 — 6067.2125 ]
Vector de deformaciones locales
d;=A4;.D
dss = A, . D = [1755.1747 5971.4675 ]

dge = A, . D = [5971.4675 — 6067.2125 ]

dep = A;.D = [1755.1747 — 6067.2125 ]
Vector de cargas locales para cada barra

qgi=r1.k;.d;

Gag = Rap + ky . dyg = [—17.519 14.7419 ]

Gsc = Rpe + ky . dge = [-14.7419 14,1199 ]

qcp = Rep + ks . dep = [15.519 —14.1199 ]

Consideraciones: El signo negativo indica que se debe invertir el sentido asumido inicialmente.
Validacién del método

Comprobacion con el programa robot
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Figura 14

Modelado y asignacion de cargas
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Figura 15

Diagrama de momento flector
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Diagrama de fuerza cortante
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RESULTADOS Y DISCUSION

Considerando la complejidad para el andlisis de pdrticos con seccién variable, la metodologia
propuesta facilita el calculo de este tipo de estructuras mediante la aplicacion de los métodos de
flexibilidad y rigidez, estos métodos basados en el comportamiento lineal del material se relacionan
entre si, permitiendo una aplicacién mutua, lo cual implica mayor posibilidades al momento de resolver
las estructuras que se presenta en el ambito de la ingenieria civil como los pérticos de concreto
armado, como parte de la metodologia aplicada se tomé como referencia una publicacién del ingeniero
Gian Franco Antonio Ottazzi Pasino titulada “Apuntes del curso de analisis estructural”, mediante las
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cuales se constataron las hipotesis y teorias propuestas por el autor a partir del estudio presentado, se
espera que los resultados de este articulo contribuyan a mejorar la comprensién del comportamiento
estructural de poérticos con seccion variable, y a optimizar su disefio para un mejor desempefio y
seguridad.

CONCLUSION

El presente estudio muestra la aplicacién complementaria de los métodos basados en fuerzas y
desplazamientos como son los métodos de flexibilidad y rigidez, mediante los cuales es posible
resolver poérticos, considerando diversos casos de secciones variables y cargas externas. Es
importante una correcta evaluacién de la variacion de la rigidez en funcién a la longitud para cada
tramo, ya que de este cdlculo dependen las matrices de flexibilidad y rigidez las cuales determinan los
resultados obtenidos.

Para estructuras mas complejas es recomendable la aplicacion del método de rigidez sistematizado
ya que permite mayor facilidad para ensamblar la matriz de rigidez global, el cual es el principal insumo
para la determinacion de las fuerzas internas en cada uno de los elementos estructurales.
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