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Resumen

Este articulo presenta una revision sistematica de métodos iterativos para resolver ecuaciones
no lineales, enfocandose en su eficiencia y orden de convergencia. El objetivo es evaluar las
mejoras recientes en estos métodos y su aplicabilidad a diversos problemas. La metodologia
consistié en analizar articulos recientes sobre métodos iterativos, seleccionando aquellos que
proponen avances en velocidad de convergencia y eficiencia computacional. Se compararon
doce métodos, evaluando sus caracteristicas y desempefio.El desarrollo destaca que los
métodos con un orden de convergencia cuatro son los mas eficientes en términos de rapidez y
bajo costo computacional. Sin embargo, algunos métodos con mayor orden de convergencia,
aungque mas precisos, requieren un mayor nimero de evaluaciones y operaciones, lo que
incrementa su complejidad computacional.De esta manera, la eleccion del método adecuado
depende de las caracteristicas del problema a resolver. Los métodos con un orden de
convergencia cuatro son recomendables cuando se busca un buen balance entre eficiencia y
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rapidez, mientras que los métodos con mayor orden de convergencia son Utiles para problemas
donde la precisidn es prioritaria, a costa de un mayor costo computacional.

Palabras clave: métodos Iterativos, ecuaciones no lineales, orden de convergencia,
indice de eficiencia

Abstract

This paper presents a systematic review of iterative methods for solving nonlinear equations,
focusing on their efficiency and order of convergence. The objective is to evaluate recent
improvements in these methods and their applicability to various problems. The methodology
involved analyzing recent articles on iterative methods, selecting those that propose
advancements in convergence speed and computational efficiency. Twelve methods were
compared, evaluating their features and performance. The development highlights that methods
with a convergence order of four are the most efficient in terms of speed and low computational
cost. However, some methods with higher convergence orders, while more precise, require a
higher number of evaluations and operations, increasing their computational complexity. Thus,
the choice of the appropriate method depends on the characteristics of the problem to be solved.
Methods with a convergence order of four are recommended when a good balance between
efficiency and speed is needed, while methods with higher convergence orders are useful for
problems where precision is prioritized, at the cost of higher computational expense.

Keywords: iterative methods, nonlinear equations, order of convergence, efficiency index
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INTRODUCCION

Uno de los desafios mds apasionantes y complejos en las matematicas por sus mdultiples
aplicaciones, en ingenieria, economia y demas ciencias, es encontrar las soluciones de
ecuaciones y sistema de ecuaciones no lineales. Sin embargo, analiticamente encontrar una
solucién puede ser muy trabajoso o una mision imposible, para ello existen métodos numéricos
basados en procedimientos iterativos que permiten superar esta limitacién. En este contexto, los
métodos iterativos se han consolidado como una herramienta poderosa para encontrar
soluciones numéricas aproximadas de ecuaciones no lineales.

Los métodos iterativos no estan exentos de limitaciones. La convergencia puede ser lenta o
incluso no ocurrir, dependiendo de la eleccion del punto inicial o de la naturaleza de la funcién.
En los Ultimos afios estos métodos han mejorado, motivado por la necesidad de soluciones mas
eficientes y rapidas. Este impulso ha sido acompafiado por avances en computacién de alto
rendimiento, la inteligencia artificial y el analisis numérico, lo que ha permitido explorar nuevas
variantes y estrategias adaptativas para superar los desafios tradicionales.

Los métodos iterativos se pueden clasificar en de un solo paso como el método de Newton o
multipaso, como son los métodos de Traub (Traub, 1982), Ostrowski (Ostrowski, 1973), Jarratt
(Jarratt, 1966), siendo estos ultimos el tipo de método en el que la investigacién se va a centrar.

El objetivo de este articulo es realizar una revision sistematica de diversos métodos iterativos
modernos para resolver ecuaciones no lineales desde el afio 2021, reconociendo ciertas
caracteristicas de estos como la eficiencia del método y el orden de convergencia. A través de
este analisis, se pretende ofrecer una vision comprensiva de las tendencias actuales, las
innovaciones mas relevantes, y los retos que aun persisten en este campo.

La motivacion para llevar a cabo este estudio radica en la importancia de mejorar las técnicas de
solucién de ecuaciones no lineales. Al sintetizar los avances recientes, se espera contribuir a un
entendimiento mas profundo de las metodologias iterativas y su aplicabilidad a una amplia gama
de problemas no lineales.

METODOLOGIA

Para el desarrollo de esta investigacién, se definieron criterios de seleccién centrados en
articulos publicados a partir del afio 2021, priorizando aquellos que presentan mejoras
significativas en los métodos iterativos para la resolucion de ecuaciones no lineales,
particularmente en términos de su eficiencia y orden de convergencia.

Se realizaron busquedas en bases de datos académicas como Scopus, Web of Science y Google
Scholar, utilizando palabras clave relevantes como (“Disefio” OR “Desarrollo”) AND (“Métodos
iterativos”) AND (“Ecuaciones no lineales” OR “Sistemas no lineales”). El siguiente diagrama de
flujo detalla el proceso de seleccion de los articulos, segun las variables establecidas. Este
diagrama permitié excluir aquellas investigaciones que no cumplian con los criterios de
seleccidn, asegurando la calidad y relevancia de los estudios seleccionados para la revision.

LATAM Revista Latinoamericana de Ciencias Sociales y Humanidades, Asuncidn, Paraguay.

ISSN en linea: 2789-3855, noviembre, 2024, Volumen V, Numero 6 p 723.




Redilat REVISTA LATINOAMERICANA DE CIENCIAS SOCIALES Y HUMANIDADES

Red de Investigadores
Latinoamericanos

Figura 1

Proceso de seleccion de articulos

Articulo acerca de
métado iterativo para
resolver ecuaciones

no lineales

Revisar si existe algun
articulo referenciado que
pueda ser de utilidad,
sino descartarlo.

Cumple con
los requisitos
establecidos.

No

Si

Articulo
seleccionado para
revision sistematica

Fuente: elaboracion propia.

Tras completar esta etapa de busqueda, se recopild un total de 26 investigaciones, las cuales
fueron depuradas y evaluadas para cumplir con los requisitos establecidos, resultando en la
seleccidn final de 7 estudios que cumplian con los criterios definidos.

Los articulos seleccionados se organizan y presentan en tablas y graficos, que ilustran tanto el
indice de eficiencia como el orden de convergencia de los métodos analizados. Esta estructura
permite visualizar de manera clara los avances recientes en el campo y facilita la comparacién
entre los distintos enfoques utilizados para resolver ecuaciones no lineales.

RESULTADOS Y DISCUSION
Método multipaso

Segun mencionan (Cordero & Torregrosa, 2016): Los métodos iterativos de Multipaso También
conocidos como predictor-corrector, son aquellos que la (n + 1) — ésima iteracién se determina
solo con las evaluaciones funcionales de la n — ésima iteracién, en conjunto de los pasos
anteriores, es decir para el caso sin memoria

Yn = ¢ (xp)
Xne1 = Y (X, Yn)

O para el caso con memoria

Yn = @ (Xn, X1 o) Xn—i)
Xn+1 = lp(xn:xn—l' e Xp—i Yn):i <n

Orden de Convergencia
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No es posible analizar los métodos iterativos sin abordar el orden de convergencia, ya que este
concepto determina la velocidad con la que un método se aproxima a la solucién, dado un
conjunto de condiciones especificas.

Definiciéon 1. Sea {x,},-, una sucesion de numeros producida por un método iterativo, que
converge a una solucion £. Si existe un nimero real p y una constante positiva C, tal que

Xors — €|
|xn - flp

entonces se puede concluir que el método es de orden p y C es la constante de error asintética.
Del mismo modo, se puede establecer la ecuacion del error de un método como

C

en+1 = €hpq +0(ef*h)

Donde e, = x, — . (Cordero & Torregrosa, 2016)
Eficiencia del método

Para del orden de convergencia, existen diversos criterios de eficiencia que ofrecen informacion
adicional sobre la rapidez con la que un método encuentra una estimacién de la solucion. Estos
criterios estan relacionados con el nimero de evaluaciones funcionales d. (Villavicencio M.,
2022)

La eficiencia informacional definida por (Traub, 1964) , es la relacién entre el orden de
convergencia p y el nimero de evaluaciones funcionales por iteracion,

==
d

(Ostrowski, 1960) definid el indice de eficiencia como

1
IE:pd

El indice de eficiencia computacional descrito por (Cordero & Torregrosa, 2016), nace de una
combinacién entre el indice de eficiencia de Ostrowski y el indice operacional de (Ezquerro et al.,
2009)

1
IEC = p@+op

Donde op es el nimero de operaciones producto/cociente por iteracion (op).

La conjetura de Kung y Traub, descrita por (Kung & Traub, 1974): “El orden de convergencia de
cualquier método multipaso no puede ser mayor a 2¢-1, donde d es el nimero de evaluaciones
funcionales por iteracion”. Por lo tanto, se dice que un método es éptimo cuando el orden de
convergencia p es igual a 2471,

Métodos iterativos a estudiar
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Luego de una seleccién exhaustiva de articulos que cumplen con los requisitos previamente
mencionados, se identificaron un total de 12 métodos iterativos diferentes propuestos para la
resolucién de ecuaciones no lineales, que surgen de la mejora continua y refinamiento de
técnicas clasicas y la introduccion de nuevos algoritmos disefiados para mejorar aspectos como
la velocidad de convergencia y la eficiencia de los métodos.

Los métodos escogidos son: MHK (Hafiz & Khirallah, 2021), AMF1 Y AMF2 (Khirallah &
Alkhomsan, 2022), TSI (Comemuang & Janngam, 2022), AL2.4 (P. Janngam & C. Comemuangb,
2023), AZ1, AZ2, AZ3 Y AZ4 (Zein, 2023), LCT (Cordero et al., 2024), SN1 Y SN2 (Abdullah et al.,
2024).

Hafiz et al. en (Hafiz & Khirallah, 2021) el cual ha sido citado cuatro veces, desarrollaron el
Método MHK de dos pasos, el cual tiene como expresion iterativa.

2
yn - n 3fl(xn)l
o few Fon) R
A (R eTTe s Iy 2revty o LR Ten) ‘””(2 f'(yn))]

Khirallah et al. en (Khirallah & Alkhomsan, 2022) el cual ha sido citado 4 veces, desarrollaron el
Método AMF1 de dos pasos y el Método AMF2 de tres pasos, los cuales presentan los siguientes
esquemas.

Método AMF 1

N3G
T T3 )

LT [ 85F"Om) f'(Gin) — 411" ()" £(x)
n I T 5 4F (e)2 + 1201 () £/ Ce) | £/ () + F/ ()
Método AMF 2
Yn =X —E@
n n 3f'(xn)

Zn = _[ 851" () f'(xn) = 411" (9)’ ] f ()

= T T5af ()7 + 1201 ) £/ o) | F1Con) + £/ )
1 3 8

?’f’(xn) 15f’(xn) - 27f’(yn)

xn+1=zn—( )'f(Zn)

Comemuang et al. en (Comemuang & Janngam, 2022), desarrollaron el Método TSI, que es el de
mayor orden en esta revisién, consta de tres pasos e inicialmente incluia la segunda derivada de
la funcion. Sin embargo, esta derivada fue reducida e a una funcién que depende Unicamente de
la primera derivada, describiéndolo de la siguiente manera.

EACH
TS

2, =y, 2f (yn)
T o+ T 2p,)
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f@)  fed

X, +1=2z,

f'(z)  2f'3(zy)

_ SO Om)
S EICNE

f" ) =

(Zf’(yn) ) - 3M)

Yn — Xn n — Xn

P = dy = — <2f’(zn)+f’(yn)—

3f(Zn) - f(yn)
Zn — Yn -

n n

El Método AL2.4 desarrollado por en Janngam et al. en (P. Janngam & C. Comemuangb, 2023) el
cual se ha citado cinco veces, consiste en un método de tres pasos definido por el esquema

N A€.))
I TG
_ (f(xn) - f (yn))f(xn)
(f(xn) - Zf(yn))f,(xn)
o, _f@) @)
T f(z) 2f(z)

flz) = f (yn)) .

Zn — Yn

Zn = Xn

f"(zn) =

(Zf'(zn) +f' () =3

Zn — Yn

Ali Zein disefio la familia de Métodos AZ de orden cinco en (Zein, 2023) para resolver ecuaciones
no lineales, de la cual nacieron los siguientes esquemas.

Método AZ1
_ . _faw
Y= T )
o =0~ [ O S
w1 E I T G0 3 (o) | 7 Om) — 2 F Gen)
Método AZ2
_ . _faw
=T )
S AL/ ) .
n+1 Yn 3f’(xn)+f’()7n) 4f/(yn)_ f’(xn)
Método AZ3

S
In = T )

231f" (x,) + 289f '(yn)] f )
—13f"(x) + 53f"(yn) [ 10f" (xn) + 3" (yn)

Xn+1 = Yn — [
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Método AZ4
. _fGw
4" () f ()

Xn+1 = Yn +

(f'Cen) = £ D)2 (2f ' () = f1 ) — 4 f2(en) [ ()

En la investigacion (Cordero et al., 2024) citada dos veces, se disefié la familia de Métodos LTC
de orden 4. De esta familia, se seleccioné un método por encima de los demas debido a sus
mejores resultados, el cual se define por los siguientes dos pasos.

— _zf(xk)
T TG

= — 2_1f’(xk)_lf’(yk)+§(f’(xk))2 Fxi)
LTS T 2 () 6 () 3\F00) | )

k=0,1,2..

Abdullah et al. disefiaron dos métodos 6ptimos en (Abdullah et al., 2024), el Método SN1 consiste
de dos pasos y el Método SN2 de tres pasos, descritos con los siguientes esquemas.

Método SN1
_ . _fOw
GRES)
ey FO)f () + 2f () f ) + F)?
nH " f’(xn)oc(xn) - f(yn)) (f(xn)z) + f(yn)z
Método SN2
_, fOw
GRES)

L fO)(f ()® + 2f () f )P
" f’(xn)(f(xn) - f(yn)) (f(xn)z) + f(yn)z

_ _ f(Zn)(Zn - yn) _ ﬁ 2
e = T G — F O ((1 2 ) 2ot 4‘)

_ f(zn) _ f(zn) — fn)
where py = 205 @n = 7o s and & =200

Z, =X

Una vez culminada la etapa de seleccion de los métodos, se procedio a tabular su informacion,
en la siguiente tabla se podra observar los métodos estudiados ordenados por fecha de
publicacién, el orden de convergencia (p), la ecuacion del error y si el método es 6ptimo o no,
segun la conjetura de Kung y Traub (KT), estudiada en el capitulo anterior.

Tabla 1
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Meétodo, ecuacion de error

Método Ecuacion del error p | KT | Optimo
1
MHK ent1 = 537 (299¢3 — 234cyc5 + 27¢4)en + 0 (&) 414 s
AMF1 43 1 4 |4 Sl
€ny1 = (_023 —CC3 t _C4) en +0(ey)
99 9
AMF2 43 1 6 |8 NO
Cny1 = (__C2353 —cp¢5 — _C3C4) e +0(e;)
99 9
TSI ens1 = (cBc2cy — 2c]cyc +cSc3) el + 0 (el) 16 | 32 | NO
AL2.4 ens1 = (2t = 7cdcs + cBcy +9¢]c2 — 2cfcsc, — 5c3c3 12 |32 | NO
+cicic, + c3cd) el? + 0 (el?)
AZ1 9 5 |8 NO
enis = (5568 — cBes ) e + 0 (e)
AZ2 5 5 |8 NO
o = etk -0 b
AZ3 231 5 |8 |NO
enis = (g€t = 3 ) i + 0 (eD)
AZ4 €ni1 = —Ciczen + 0 (ef) 5 8 |NO
1
LCT ers1 = 5(85@3 —81cyc5 +9cy)ep + 0 (e)° 414 |8
SN1 ens1 = (2¢3 — cyc3)ef + 0(ed) 4 |4 |98l
1
SN2 €nt1 = 562 (2¢2 — ¢3)(2c5 — 12¢2c5 + 2 + 2c,04)e8 8 |8 |sl
+ 0(ep)

Fuente: elaboracion propia.

De la tabla se obtiene la siguiente informacién.

Los métodos con "Optimo" = Si son MHK, AMF1, LCT, SN1, SN2.

Los métodos con "Optimo" = No son AMF2, TSI, AL 2.4, AZ1, AZ2, AZ3, AZA4.

Los métodos 6ptimos tienen un comportamiento de convergencia mas eficiente para ciertas
ecuaciones no lineales, mientras que los no éptimos presentan una eficiencia menor en cuanto
a la tasa de convergencia o el nUmero de iteraciones necesarias.
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Grafico 1

Tipos de eficiencia de los métodos iterativos estudiados

Eficiencia de los métodos
3,0000
2,5000

2,0000

1,5000

1,0000 m EC
=l -
0,0000 mIE

MHK 'AMF1 AMF2 TSI AL2,4 AZ1 | AZ2 AZ3 AZ4 LCT  SN1 | SN2

WmIEC 1,219 1,189 1,161 1,157 1,180 1,222 1,222 1,222 1,222 1,219 1,166 1,138
| 1,333 1,333 1,500 2,666 2,000 1,250 1,250 1,250 1,250 1,333 1,333 2,000
mIE 1,587 1,587 1,565 1,587 1,513 1,495 1,495 1,495 1,495 1,587 1,587 1,681

Métodos Iterativos

Fuente: elaboracion propia.

El grafico muestra diferentes tipos de eficiencia de los métodos iterativos estudiados, los valores
de eficiencia indican cémo cada método converge hacia una soluciéon. Los métodos TSI (2.666),
AL2.4y SN2 (2.000) presentan una mejor Eficiencia Informacional (| ), esto se debe a que son de
mayor orden de convergencia. El método SN2, presenta un mayor indice de Eficiencia (IE) e indice
de Eficiencia Computacional (IEC), debido a que es un método 6ptimo con mayor orden de
convergencia.

CONCLUSION

El analisis comparativo de métodos iterativos para la resolucion de ecuaciones no lineales
muestra que algunos métodos, como MHK, AMF1, LCT, SN1 y SN2, ofrecen un buen equilibrio
entre rapidez de convergencia y bajo costo computacional, alcanzando un orden de convergencia
de 4. Estos métodos cumplen con la conjetura de Kungy Traub, lo que los clasifica como 6ptimos
para aplicaciones que requieren soluciones rapidas y eficientes. Por otro lado, métodos como
AMF2 y TSI, aunque logran un mayor orden de convergencia, requieren mas evaluaciones y
operaciones por iteracion, lo que aumenta la complejidad computacional y puede limitar su uso
en escenarios donde el tiempo de ejecucion es crucial.

Los avances recientes en la mejora de estos métodos, como los propuestos destacan la
tendencia a optimizar tanto la velocidad de convergencia como la eficiencia computacional,
siendo el Método SN2 el mejor de todos los estudiados. Estos desarrollos permiten que los
métodos iterativos sean mas adaptables y adecuados para resolver problemas no lineales
complejos. En resumen, la eleccidon del método depende de las necesidades especificas del
problema, ya sea buscando rapidez en la convergencia o una mayor precision. Los métodos con
un orden de convergencia de 4 son los mds adecuados para problemas donde se busca un
equilibrio entre eficiencia y rapidez.
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